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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�åøåòêè ïîäïîðÿäêîâ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [1, 2℄. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [2℄

áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ, âåðíî ëè, ÷òî êâàçèìíîãîîáðàçèå SP
(

O(X,R)
)

, ïî-

ðîæäåííîå êîíå÷íîé ðåøåòêîé ïîäïîðÿäêîâ O(X,R), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò âîïðîñ èìååò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò äëÿ ëþáîãî

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (X,R) äëèíû íå áîëåå 1, ïîñêîëüêó
äëÿ òàêîãî ìíîæåñòâà (X,R) êâàçèìíîãîîáðàçèå SP

(

O(X,R)
)

ñîâïàäàåò

ñ ìíîãîîáðàçèåì äèñòðèáóòèâíûõ ðåøåòîê.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3℄), ÷òî êâàçèìíîãîîáðàçèå SP
(

O(3)
)

,

ïîðîæäåííîå ðåøåòêîé ïîäïîðÿäêîâ òðåõýëåìåíòíîé öåïè O(3), ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì è ïîýòîìó êîíå÷íî áàçèðóåìî ïî òåîðåìå �. Ìàêêåíçè [4℄;

â ðàáîòå [5℄ áûë íàéäåí êîíêðåòíûé (êîíå÷íûé) áàçèñ òîæäåñòâ äëÿ ýòî-

ãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåòêè ïîäïîðÿäêîâ O(3) îòâåò
íà âîïðîñ, ïðèâåäåííûé âûøå, ïîëîæèòåëåí. Êðîìå òîãî, íàõîæäåíèå òà-

êîãî êîíêðåòíîãî áàçèñà òîæäåñòâ ïîçâîëèëî â äàëüíåéøåì óñòàíîâèòü

äóàëüíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áèàë-

ãåáðàè÷åñêèå ðåøåòêè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîãîîáðàçèþ SP
(

O(3)
)

, à ìîð-

�èçìàìè � ïîëíûå ðåøåòî÷íûå ãîìîìîð�èçìû, è îäíîé êàòåãîðèè ñïå-

öèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñì. [6℄. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîé äóàëüíîé êàòåãîðèè

ïðîñòðàíñòâ áûëè èñïîëüçîâàíû èäåè ðàáîò [7, 8℄.

Äëÿ êîíå÷íûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ äëèíû íå áîëåå ÷åì

2 ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ âûøå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [9℄.
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Îñíîâíîé çàäà÷åé, ñòîÿùåé ïåðåä íàìè, ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå áàçèñà

òîæäåñòâ ðåøåòêè ïîäïîðÿäêîâ ÷åòûðåõýëåìåíòíîé öåïè O(4). Â äàëü-

íåéøåì ìû ïëàíèðóåì èñïîëüçîâàòü ýòîò áàçèñ äëÿ íàõîæäåíèÿ äóàëüíûõ

êàòåãîðèé ïðîñòðàíñòâ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ, ïîðîæäåííîãî ðåøåòêîé O(4).
Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò � òåîðåìà 1.

Òåðìèíîëîãèÿ ïî òåîðèè ðåøåòîê ñîîòâåòñòâóåò êíèãàì [10, 11℄. Òåðìè-

íîëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, êàñàþùèåñÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, ñîîòâåòñòâó-

þò êíèãå [12℄.

Ñëåäóÿ ñîãëàøåíèþ, ïðèíÿòîìó â ðàáîòàõ [1, 2℄, ìû ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî

R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, òî åñòü èððå�ëåêñèâíûì, àí-

òèñèììåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå

X , à O(X,R) îáîçíà÷àåò ðåøåòêó ñòðîãèõ ïîäïîðÿäêîâ â R. Ýòî ñîãëàøå-

íèå íèêàê íå îòðàæàåòñÿ íà ñòðîåíèè ðåøåòêè ïîäïîðÿäêîâ. Áîëåå òî÷íî,

åñëè R′
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, òî åñòü ðå�ëåêñèâíûì, àíòèñèì-

ìåòðè÷íûì è òðàíçèòèâíûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X , à

R = R′\{(a, a) | a ∈ X}, òî O(X,R) ∼= O′(X,R′).

� 2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîòû [1℄, ïðèâåäåííîå â

ýòîé ðàáîòå, íåïîëíîå. Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî

óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1. [1, ëåììà 1.1℄Â ðåøåòêå O(X,R) íåðàçëîæèìûìè ýëåìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ àòîìû è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |R′| > 1 äëÿ íåêîòîðîãî R′ ∈ O(X,R), òî ìû

ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî (X,R′) ñîäåðæèò òðåõýëåìåíòíóþ öåïü a < b < c,

ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå R′
, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì

ýëåìåíòîì ðåøåòêè O(X,R). Ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà, ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíàÿ àíòèöåïü B ⊆ X , òàêàÿ ÷òî b ∈ B. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà

A0 = {x ∈ X | x ≤ b′ äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ B};

A1 = {x ∈ X | x ≥ b′ äëÿ íåêîòîðîãî b′ ∈ B}.

Òîãäà A0 6= ∅ 6= A1, ïîñêîëüêó a ∈ A0 è c ∈ A1. Êðîìå òîãî â ñèëó

ìàêñèìàëüíîñòè àíòèöåïè B èìååì ðàâåíñòâî X = A0 ∪A1. Ïîëàãàåì

R0 = A2
0 ∩R′, R1 = A2

1 ∩ R′, R2 = R′\(R0 ∪ R1)
t.

Î÷åâèäíî, ÷òî R0, R1 ∈ O(X,R) è R0 6= ∅ 6= R1. Ïîêàæåì, ÷òî R2 ∈
O(X,R). Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå R2 òðàíçèòèâíî çà-

ìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (x, y), (y, z) ∈ R2 ⊆ R′
. Â ñèëó ðàâåíñòâà
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X = A0 ∪ A1 íàéäåòñÿ ýëåìåíò b′ ∈ B, òàêîé ÷òî b′ ≤ y èëè b′ ≥ y. Åñ-

ëè b′ ≥ y, òî x < y ≤ b′, ïîýòîìó (x, y) ∈ R0 ∩ R2 = ∅. Åñëè b′ ≤ y, òî

b′ ≤ y < z, ïîýòîìó (y, z) ∈ R1 ∩R2 = ∅. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ñòîëêíóëèñü

ñ ïðîòèâîðå÷èåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî R2 íå ìîæåò ñîäåðæàòü îäíîâðåìåííî

ïàðû (x, y) è (y, z) íè äëÿ êàêèõ ýëåìåíòîâ x, y, z ∈ X . Òàêèì îáðàçîì,

R2 ∈ O(X,R).
Ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ïîäïîðÿäêà R2 èìååì ðàâåíñòâî R′ = R0∨R1∨

R2 â ðåøåòêå O(X,R). Òàê êàê (a, b) ∈ R0\(R1∨R2) è (b, c) ∈ R1\(R0∨R2),
ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî ýëåìåíò R′

íå ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì â ðåøåòêå

O(X,R).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé, ïóñòü J(L) îáîçíà÷à-
åò ìíîæåñòâî ∨-íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè L è ïóñòü J ⊆ J(L).
Íàçîâåì L J-ðåøåòêîé, åñëè L îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(i) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ L íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Ja ⊆ J , òàêîå

÷òî a =
∨

Ja.

(ii) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ J è ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ïîêðûòèÿ a ≤
a0∨ . . .∨an, ãäå n < ω è a0, . . . , an ∈ L, íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

F ⊆ J , òàêîå ÷òî a ≤
∨

F ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è

F ≪ {a0, . . . , an}.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà 〈X,R〉
ðåøåòêà ïîäïîðÿäêîâ O(X,R) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå

J =
{

{(a, b)} | (a, b) ∈ R
}

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ìíîæåñòâî J åñòü ìíîæåñòâî âñåõ (âïîëíå)

íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè ïîäïîðÿäêîâ O(X,R). Ïîêàæåì, ÷òî
ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà J ìîæ-

íî óòîí÷èòü äî ìèíèìàëüíîãî. Èòàê, ïóñòü {(a, b)} ≤
∨

i∈I Ri =
(
⋃

i∈I Ri

)t

ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì â O(X,R). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàé-

äóòñÿ k < ω è ýëåìåíòû a0, . . . , ak ∈ X , òàêèå ÷òî k > 0 è {(a, b)} ≤
{(a0, a1)} ∨ {(a1, a2)} ∨ . . . ∨ {(ak−1, ak)}, ãäå a0 = a è ak = b.
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� 3. Òîæäåñòâà, èñòèííûå íà ðåøåòêå O(4)

3.1 Òîæäåñòâî (D3)

Ñëåäóÿ [13℄, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî 3-äèñòðèáóòèâíîñòè, êîòî-
ðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç (D3):

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2 ∨ y3) =
∨

06i<j<k63

[x ∧ (yi ∨ yj ∨ yk)].

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì [9, ñëåäñòâèå 3℄.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà J ⊆ J(L). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (D3) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0 ∨ b1 ∨ . . . ∨ bn ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1, . . . , bn ∈ J , òî 0 < n < 3.

Ëåììà 3. Â ðåøåòêå O(4) âûïîëíåíî òîæäåñòâî (D3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé,

ãäå J =
{

{(i, j)} | 0 6 i < j 6 3}. Âûïèøåì âñå ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ

äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J â ðåøåòêå O(4):

{(0, 2)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 2)};

{(1, 3)} ≤ {(1, 2)} ∨ {(2, 3)};

{(0, 3)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 3)};

{(0, 3)} ≤ {(0, 2)} ∨ {(2, 3)};

{(0, 3)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 2)} ∨ {(2, 3)}.

Âèäíî, ÷òî ëþáîå ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ìíîæå-

ñòâà J ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 1. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (D3) èñòèííî â ðåøåòêå

O(4) ïî ïðåäëîæåíèþ 1.
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3.2 Òîæäåñòâî (C2)

Îáîçíà÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî ÷åðåç (C2):

x∧(y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1) ∧ (w0 ∨ w1) =
∨

i<2

[

x ∧ yi ∧ (z0 ∨ z1) ∧ (w0 ∨ w1)
]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧ zi ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (w0 ∨ w1)
]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧ wi ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1)
]

∨

∨
∨

i,j<2

[

x ∧
(

(yi ∧ zj) ∨ (y1−i ∧ z1−j)
)

∧ (w0 ∨ w1)
]

∨

∨
∨

i,j<2

[

x ∧
(

(yi ∧ wj) ∨ (y1−i ∧ w1−j)
)

∧ (z0 ∨ z1)
]

∨

∨
∨

i,j<2

[

x ∧
(

(zi ∧ wj) ∨ (z1−i ∧ w1−j)
)

∧ (y0 ∨ y1)
]

.

Òîæäåñòâî (C2) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òîæäåñòâà (Cn), ââåäåííîãî â
[9℄ è èñïîëüçóåìîãî òàì äëÿ íàõîæäåíèÿ áàçèñà òîæäåñòâ [êâàçè℄ìíîãîîáðàçèÿ

SP
(

O(Mn)
)

, ïîðîæäåííîãî ðåøåòêîé ïîäïîðÿäêîâ O(Mn) ðåøåòêè Mn.

Òîæäåñòâî (Cn) ÿâèëîñü, â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùåíèåì îäíîãî òîæäåñòâà,

ââåäåííîãî â ðàáîòå [7℄, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü òàì äëÿ íàõîæäåíèÿ áà-

çèñà òîæäåñòâ [êâàçè℄ìíîãîîáðàçèÿ SP(N5), ïîðîæäåííîãî ïåíòàãîíîì N5.

Ñïðàâåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Òîæäåñòâî (C2) âëå÷åò òîæäåñòâî (D3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåòêà L óäî-

âëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (C2), è ïîêàæåì, ÷òî L óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

(D3). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, a0, a1, a2, a3 ∈ L ðàññìîòðèì èíòåð-

ïðåòàöèþ γ, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ(x) = a; γ(y0) = a0; γ(y1) = a1 ∨ a2 ∨ a3;

γ(z0) = a1; γ(z1) = a0 ∨ a2 ∨ a3;

γ(w0) = a2; γ(w1) = a0 ∨ a1 ∨ a3.

Òîãäà çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (C2) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ ðàâíî

a ∧ (a0 ∨ a1 ∨ a2 ∨ a3). Êðîìå òîãî, íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêà-

çûâàþò, ÷òî çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (C2) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ

ìåíüøå èëè ðàâíî

∨

i<4

(

a ∧
∨

{aj | j < 4, j 6= i}
)

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (D3).
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåììû 6 èç [9℄ äëÿ

n = 2.

Ïðåäëîæåíèå 2. [9, Lemma 6℄ Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé è ïóñòü

ìíîæåñòâî J ⊆ J(L) òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ L íàéäåòñÿ ïîä-

ìíîæåñòâî Ja ⊆ J , òàêîå ÷òî a =
∨

Ja. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

(i) Òîæäåñòâî (C2) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ a0 ∨ a1, a ≤ b0 ∨ b1 è a ≤ c0 ∨ c1 ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè

ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a ∈ J è a0, a1, b0, b1, c0, c1 ∈ L,

òî äâà èç ýòèõ òðåõ ïîêðûòèé èìåþò îáùåå óòîí÷àþùåå ïîêðûòèå

a ≤ c ∨ d.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà [9,

Corollary 7℄ äëÿ n = 2.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ðåøåòêè L ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(i) Òîæäåñòâî (C2) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ a0 ∨ a1, a ≤ b0 ∨ b1 è a ≤ c0 ∨ c1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè

ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, a0, a1, b0, b1, c0, c1 ∈ J , òî äâà

èç ýòèõ òðåõ ïîêðûòèé ñîâïàäàþò.

Òîãäà óñëîâèå (i) âëå÷åò óñëîâèå (ii).

Ëåììà 5. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (C2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé,

ãäå J =
{

{(i, j)} | 0 6 i < j 6 3}. Âñå ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J â ðåøåòêå O(4) âûïèñàíû â äîêàçàòåëüñòâå ëåì-

ìû 3. Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(ii) ïðåäëîæåíèÿ 2. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (C2) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî
ïðåäëîæåíèþ 2.

3.3 Íîâûå òîæäåñòâà

�àññìîòðèì òàêæå ñëåäóþùèå ÷åòûðå òîæäåñòâà, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç (1), (2), (3), (4), (5), (6) è (7) ñîîòâåòñòâåííî:

x∧
(

y0∨y1∨
(

y2∧(z0∨z1)
)

)

=
∨

i<2

[

x∧
(

yi∨(y2∧(z0∨z1))
)]

∨
∨

i<2

[

x∧
(

y0∨y1∨(y2∧zi)
)]

.
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x ∧
(

y0 ∨
(

y1 ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2)
)

)

= [x ∧ y1 ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2)]∨

∨
∨

i<j62

[

x ∧
(

y0 ∨
(

y1 ∧ (zi ∨ zj)
)

)]

;

x ∧
[(

y0 ∧ (z0 ∨ z1)
)

∨
(

y1 ∧ (w0 ∨ w1)
)]

=

=
∨

i<2

[

x ∧
[

(y0 ∧ zi) ∨
(

y1 ∧ (w0 ∨ w1)
)]

]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧
[(

y0 ∧ (z0 ∨ z1)
)

∨ (y1 ∧ wi)
]

]

;

x ∧
(

y0 ∨
[

y1 ∧
(

z0 ∨ [z1 ∧ (t0 ∨ t1)]
)]

)

=
[

x ∧ y1 ∧
(

z0 ∨
(

z1 ∧ (t0 ∨ t1)
)

)]

∨

∨
[

x ∧
(

y0 ∨
(

y1 ∧ z1 ∧ (t0 ∨ t1)
)

)]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧
(

y0 ∨
[

y1 ∧
(

z0 ∨ (z1 ∧ ti)
)]

)]

.

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2) =

=
∨

σ∈S3

[

x ∧
(

(y0 ∧ zσ(0)) ∨ (y1 ∧ zσ(1)) ∨ (y2 ∧ zσ(2))
)]

∨

∨
∨

i<j<3

[

x ∧ (yi ∨ yj) ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2)
]

∨
∨

i<j<3

[

x ∧ (y0 ∨ y1 ∨ y2) ∧ (zi ∨ zj)
]

;

x ∧
[

y ∨
(

z ∧ (z0 ∨ z1) ∧ (t0 ∨ t1)
)]

=
[

x ∧ z ∧ (z0 ∨ z1) ∧ (t0 ∨ t1)
]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧
[

y ∨
(

z ∧ zi ∧ (t0 ∨ t1)
)]

]

∨
∨

i<2

[

x ∧
[

y ∨
(

z ∧ (z0 ∨ z1) ∧ ti
)]

]

∨

∨
[

x ∧
[

y ∨
(

z ∧
(

(z0 ∧ t0) ∨ (z1 ∧ t1) ∨ (z0 ∧ t1) ∨ (z1 ∧ t0)
))]

]

.

x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2) =
∨

i<2, σ∈S3

[

x ∧
[

(yi ∧ zσ(0)) ∨
(

y1−i ∧ (zσ(1) ∨ zσ(2))
)]

]

∨

∨
∨

i<2

[

x ∧ yi ∧ (z0 ∨ z1 ∨ z2)
]

∨

∨
∨

i<j<3

[

x ∧ (y0 ∨ y1) ∧ (zi ∨ zj)
]

.
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3.4 Òîæäåñòâî (1)

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (1) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0∨b1∨b2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ a, b0, b1, b2 ∈ J , òî ýëåìåíòû b0, b1, b2 ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ a, b0, b1, b2 ∈ J , è ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò b2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c0, c1 ∈ L òàêîâû, ÷òî b2 ≤ c0 ∨ c1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

òîæäåñòâî (1) ïðè x = a, y0 = b0, y1 = b1, y2 = b2, z0 = c0, z1 = c1, ïîëó÷èì

a = a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

)

=

=
∨

i<2

[

a ∧
(

bi ∨ (b2 ∧ (c0 ∨ c1))
)]

∨
∨

i<2

[

a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci)
)]

=

=
∨

i<2

[

a ∧ (bi ∨ b2)
]

∨
∨

i<2

[

a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci)
)]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â L, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ

äâóõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : a = a ∧ (bi ∨ b2) ≤ bi ∨ b2 äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Ïîñêîëüêó
{bi, b2} ≪ {b0, b1, b2}, à ïîêðûòèå a ≤ bi ∨ b2 íåòðèâèàëüíî, ââèäó ìèíè-

ìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 ïîëó÷àåì, ÷òî {b0, b1, b2} ⊆ {bi, b2},
÷òî íåâîçìîæíî.

Ñëó÷àé 2 : a = a∧
(

b0∨b1∨(b2∧cj)
)

≤ b0∨b1∨(b2∧ci) äëÿ íåêîòîðîãî i < 2.
Ïîëàãàåì b′2 = b2 ∧ ci. Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 ìèíèìàëüíî,

ïîêðûòèå a ≤ b0∨b1∨b
′

2 íåòðèâèàëüíî è {b0, b1, b
′

2} ≪ {b0, b1, b2}, ìû çàêëþ-

÷àåì, ÷òî b2 ∈ {b0, b1, b2} ⊆ {b0, b1, b
′

2}, òî åñòü b2 = b′2 = b2 ∧ ci ≤ ci. Òàêèì

îáðàçîì, ýëåìåíò b2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ

(ii) âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, y2 7→ b2, z0 7→ c0, z1 7→ c1.

Ïóñòü u è v ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé

òîæäåñòâà (1) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ. Èç âèäà òîæäåñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî
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u ≥ v. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Ju ⊆ J , òàêîå ÷òî u =
∨

Ju. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤
v. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ≤ u, òî

p ≤ a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

)

= a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b′2),

ãäå b′2 = b2∧(c0∨c1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a è p ≤ b0∨b1∨b
′

2. �àññìîòðèì

òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ cj)
äëÿ ëþáîãî j < 2. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧

(

b0 ∨
b1 ∨ (b2 ∧ cj)

)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ b′2 = b2 ∧ (c0 ∨ c1). Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ bi ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

äëÿ

ëþáîãî i < 2. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

bi ∨ (b2 ∧
(c0 ∨ c1))

)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3 : p ≤ b0∨b1∨b′2 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì. Â ýòîì ñëó-

÷àå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d0, . . . , dk ∈ J , òàêèå

÷òî p ≤ d0 ∨ . . . ∨ dk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è {d0, . . . , dk} ≪
{b0, b1, b

′

2}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî k < 3. Âîçìîæíû
äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 3.1 : k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0 ∨ d1 ∨ d2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü-

íûì ïîêðûòèåì. Òîãäà ïî óñëîâèþ (ii) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âñå ýëåìåíòû

d0, d1, d2 ïðîñòû; êðîìå òîãî {d0, d1, d2} ≪ {b0, b1, b
′

2}. Åñëè d0, d1, d2 ≤ bi
äëÿ íåêîòîðîãî i < 2 èëè d0, d1, d2 ≤ b′2, òî ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

p ≤ bi èëè p ≤ b′2 ñîîòâåòñòâåííî. Íî ýòè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷èò íåòðè-

âèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ p ≤ b0 ∨ b1 ∨ b′2. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí îäèí èç

ñëåäóþùèõ òðåõ ïîäñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 3.1.1 : dσ(0), dσ(1) ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 2 è dσ(2) ≤ b′2 äëÿ íåêî-

òîðîé ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d0, d1 ≤ b0 è d2 ≤ b′2 = b2 ∧ (c0 ∨ c1). Îòñþäà èìååì

p ≤ (d0 ∨ d1) ∨ d2 ≤ b0 ∨ b′2 = b0 ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðà-

âåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0 ∨
(

b2 ∧ (c0∨ c1)
)

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

b0 ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.1.2 : dσ(0), dσ(1) ≤ b′2 è dσ(2) ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 2 è íåêîòîðîé
ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî d0, d1 ≤ b′2 è d2 ≤ bi . Èìååì p ≤ (d0 ∨ d1) ∨ d2 ≤ bi ∨ b′2 = bi ∨
(

b2∧(c0∨c1)
)

. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ bi∨
(

b2∧(c0∨c1)
)
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îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a∧
(

bi∨
(

b2∧(c0∨c1)
)

≤

v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.1.3 : dσ(0) ≤ b0, dσ(1) ≤ b1 è dσ(2) ≤ b′2 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

d0 ≤ b0, d1 ≤ b1 è d2 ≤ b′2. Â ýòîì ñëó÷àå d2 ≤ b′2 = b2 ∧ (c0 ∨ c1). Ñëåäî-
âàòåëüíî, d2 ≤ b2 è d2 ≤ c0 ∨ c1. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò d2 ïðîñò, ñóùåñòâóåò

èíäåêñ i < 2, òàêîé ÷òî d2 ≤ ci. Ïîýòîìó d2 ≤ b2 ∧ ci. Òàêèì îáðàçîì,

èìååì p ≤ d0 ∨ d1 ∨ d2 ≤ b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci). Ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì

p ≤ a è p ≤ b0∨b1∨ (b2∧ci) îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

p ≤ a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci)
)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.2 : k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0 ∨ d1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî-

êðûòèåì è {d0, d1} ≪ {b0, b1, b
′

2}. Åñëè d0, d1 ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 2
èëè d0, d1 ≤ b′2, òî ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà p ≤ bi èëè p ≤ b′2 ñîîò-

âåòñòâåííî. Íî ýòè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ

p ≤ b0 ∨ b1 ∨ b′2. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ ïîäñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 3.2.1 : dσ(0) ≤ b0 è dσ(1) ≤ b1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ íà

ìíîæåñòâå {0, 1}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d0 ≤ b0 è

d1 ≤ b1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0 ∨ d1 ≤ b0 ∨ b1 ≤ b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci) äëÿ ëþáîãî
i < 2. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤ b0∨b1∨(b2∧ci) è p ≤ a îïåðàöèþ

ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

b0 ∨ b1 ∨ (b2 ∧ ci)
)

≤ v, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.2.2 : dσ(0) ≤ bi è dσ(1) ≤ b′2 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ íà

ìíîæåñòâå {0, 1}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d0 ≤ b0 è

d1 ≤ b′2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0∨d1 ≤ b0∨ b′2 = b0∨
(

b2∧ (c0∨ c1)
)

. Ïîñêîëüêó

p ≤ a, èìååì p ≤ a ∧
(

b0 ∨
(

b2 ∧ (c0 ∨ c1)
)

)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 6. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðè-
áóòèâíîé ðåøåòêîé. Â ñèëó ëåììû 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé,

ãäå J =
{

{(i, j)} | 0 6 i < j 6 3}. Âñå ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J â ðåøåòêå O(4) âûïèñàíû â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû

3. Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii)

ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (1) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 3.
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3.5 Òîæäåñòâî (2)

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L) è ïóñòü â L èñòèííî òîæäåñòâî (1).
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (2) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0 ∨ b1 è b1 ≤ c0 ∨ . . . ∨ cn ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî-

êðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1 ∈ J è c0, . . . , cn ∈ J , òî

n = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïóñòü a ≤ b0∨b1
è b1 ≤ c0 ∨ . . . ∨ cn ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ a, b0, b1 ∈ J è c0, . . . , cn ∈ J . Ïðåäîïëîæèì, ÷òî çàêëþ÷åíèå

óòâåðæäåíèÿ (ii) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü n > 1. Ïîëàãàåì d0 = c0, d1 = c1,

d2 = c2 ∨ . . . ∨ cn. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (2) ïðè x = a, y0 = b0, y1 = b1,

z0 = d0, z1 = d1, z2 = d2, ïîëó÷èì

a = a∧
(

b0∨
(

b1∧(d0∨d1∨d2)
)

)

= [a∧b1∧(d0∨d1∨d2)]∨
∨

i<j62

[

a∧
(

b0∨
(

b1∧(di∨dj)
)

)]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â L, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ

äâóõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : a = a ∧
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1 ∨ d2)
)

≤ b1.

Â ýòîì ñëó÷àå a ≤ b1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤
b0 ∨ b1.

Ñëó÷àé 2 : a = a ∧
(

b0 ∨
(

b1 ∧ (di ∨ dj)
)

)

äëÿ íåêîòîðûõ i < j 6 2. Â ýòîì

ñëó÷àå a = a∧ (b0∨ b′1) ≤ b0∨ b′1, ãäå b
′

1 = b1∧ (di∨dj). Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå
a ≤ b0 ∨ b1 íåòðèâèàëüíî, a ≤ b0 ∨ b′1 � òàêæå íåòðèâèàëüíîå ïîêðûòèå,

ïðè÷åì {b0, b
′

1} ≪ {b0, b1}. Òàê êàê ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 ìèíèìàëüíî, ìû

çàêëþ÷àåì, ÷òî b1 ∈ {b0, b1} ⊆ {b0, b
′

1}, òî åñòü b1 = b′1 = b1 ∧ (di ∨ dj) ≤
di ∨ dj. Åñëè {i, j} = {0, 1}, òî b1 ≤ d0 ∨ d1 = c0 ∨ c1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ b1 ≤ c0 ∨ . . . ∨ cn, ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè,

÷òî n > 1. Åñëè i ∈ {0, 1}, à j = 2, òî b1 ≤ di ∨ d2 = ci ∨ c2 ∨ . . . ∨ cn. Ââèäó

ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ b1 ≤ c0 ∨ . . . ∨ cn ýòî îçíà÷àåò, ÷òî {c0, . . . cn} ⊆
{ci, c2, . . . cn}, ÷òî íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íè îäèí èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ íå

ìîæåò èìåòü ìåñòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî

n > 1, íå âåðíî. Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) ñïðàâåäëèâî.
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, z0 7→ c0, z1 7→ c1, z2 7→ c2.

Ïóñòü u è v ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé

òîæäåñòâà (2) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ. Èç âèäà òîæäåñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî
v ≤ u. Ïîýòîìó íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Ju ⊆ J(L), òàêîå ÷òî u =
∨

Ju.

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî p ≤ v. Äåéñòâèòåëüíî,

p ≤ u = a ∧
[

b0 ∨
(

b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2)
)]

= a ∧ (b0 ∨ b′1),

ãäå b′1 = b1∧(c0∨c1∨c2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a è p ≤ b0∨b
′

1. �àññìîòðèì

òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ b0. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b0∨
(

b1∧(ci∨cj)
)

äëÿ ëþáûõ i < j < 3.
Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧

[

b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)]

≤ v.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ b′1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) è, ïîñêîëüêó p ≤ a,

èìååì p ≤ a ∧ b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) ≤ v.

Ñëó÷àé 3 : p ≤ b0∨ b′1 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû d0, . . . , dk ∈ J , òàêèå ÷òî

p ≤ d0∨. . .∨dk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è {d0, . . . , dk} ≪ {b0, b
′

1}.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî k < 3. Âîçìîæíû äâà ïîäñëó-

÷àÿ.

Ñëó÷àé 3.1 : k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0 ∨ d1 ∨ d2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ïîêðûòèåì. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 3 âñå ýëåìåíòû d0, d1, d2 ïðîñòû; êðî-

ìå òîãî {d0, d1, d2} ≪ {b0, b
′

1}. Åñëè d0, d1, d2 ≤ b0 èëè d0, d1, d2 ≤ b′1, òî ìû

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà p ≤ b0 èëè p ≤ b′1 ñîîòâåòñòâåííî. Íî ýòè íåðàâåí-

ñòâà ïðîòèâîðå÷àò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ p ≤ b0 ∨ b′1. Òàêèì îáðàçîì,

âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ ïîäñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 3.1.1 : dσ(0), dσ(1) ≤ b0 è dσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

d0, d1 ≤ b0 è d2 ≤ b′1. Â ýòîì ñëó÷àå d2 ≤ b′1 = b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2). Èç ýòîãî
âèäíî, ÷òî d2 ≤ b1 è d2 ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò d2 ïðîñòîé,

ñóùåñòâóåò èíäåêñ i < 3 òàêîé, ÷òî d2 ≤ ci. Èìååì p ≤ (d0 ∨ d1) ∨ d2 ≤
b0 ∨ (b1 ∧ ci) ≤ b0 ∨

(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

, ãäå j < 3 è j 6= i. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì

íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧

[

(b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)]

≤ v, òî åñòü p ≤ v.
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Ñëó÷àé 3.1.2 : dσ(0) ≤ b0 è dσ(1), dσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

d0 ≤ b0 è d1, d2 ≤ b′1. Â ýòîì ñëó÷àå d1 ∨ d2 ≤ b′1 = b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2), êàê
è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå d1 ∨ d2 ≤ b1 è d1 ∨ d2 ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2. Ïîñêîëüêó

ýëåìåíòû d1, d2 ïðîñòûå, ñóùåñòâóþò èíäåêñû i, j < 3 òàêèå, ÷òî d1 ≤ ci è

d2 ≤ cj. Òîãäà p ≤ d0 ∨ (d1 ∨ d2) ≤ b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì

íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧,
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧

[

(b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)]

≤ v.

Ñëó÷àé 3.2 : k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ d0 ∨ d1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ïîêðûòèåì. Êðîìå òîãî, {d0, d1} ≪ {b0, b
′

1}. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

d0 ≤ b0 è d1 ≤ b′1. Òîãäà d1 ≤ b′1 = b1 ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2). Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî

d1 ≤ b1 è d1 ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2. Âíîâü âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè.

Ñëó÷àé 3.2.1 : d1 ≤ cj äëÿ íåêîòîðîãî j < 3. Â ýòîì ñëó÷àå d1 ≤ b1 ∧ cj ≤
b1 ∧ (ci ∨ cj) äëÿ ëþáîãî i < 3, îòëè÷íîãî îò j. Òàêèì îáðàçîì, p ≤ d0 ∨
d1 ≤ b0 ∨

(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

. Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤ a

è p ≤ b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

p ≤ a ∧
[

b0 ∨
(

b1 ∧ (ci ∨ cj)
)]

≤ v, òî åñòü p ≤ v.

Ñëó÷àé 3.2.2 : ïîêðûòèå d1 ≤ c0∨ c1∨ c2 íåòðèâèàëüíî. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-

íèþ 1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû e0, . . . , en ∈ J òàêèå, ÷òî d1 ≤ e0 ∨ . . . ∨ en �

ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå è {e0, . . . , en} ≪ {c0, c1, c2}. Ïî íàøåìó ïðåäïîëî-

æåíèþ óñëîâèå (ii) íàñòîÿùåãî ïðåäëîæåíèÿ âûïîëíåíî. Ïîýòîìó n = 1,
ïîêðûòèå d1 ≤ e0 ∨ e1 ìèíèìàëüíî, è {e0, e1} ≪ {c0, c1, c2}. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóþò i, j < 3 òàêèå, ÷òî e0 ≤ ci è e1 ≤ cj . Òàêèì îáðàçîì, ìû

èìååì d1 ≤ b1∧(ci∨cj) p ≤ d0∨d1 ≤ b0∨
(

b1∧(ci∨cj)
)

. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî

øàãà ìû ïðèìåíÿåì ê äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0∨
(

b1∧(ci∨cj)
)

îïå-

ðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧ è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a∧
[

b0∨
(

b1∧(ci∨cj)
)]

≤ v,

òî åñòü p ≤ v.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 7. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå

J � ìíîæåñòâî åå àòîìîâ.

�åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî ëåììå 3. Ïî ëåììå 6 íà

O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (1). Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 äëÿ ðåøåò-

êè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (2)
èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåäëîæåíèþ 4.
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3.6 Òîæäåñòâî (3)

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L) è ïóñòü òîæäåñòâî (1) èñòèííî â L.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (3) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0 ∨ b1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ a, b0, b1 ∈ J , òî ýëåìåíò bi ïðîñò äëÿ íåêîòîðîãî i < 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî a ≤ b0 ∨ b1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåí-

òîâ a, b0, b1 ∈ J , è ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò bi ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äëÿ íåêîòî-

ðîãî i < 2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü c0, c1, d0, d1 ∈ L òàêîâû, ÷òî b0 ≤ c0 ∨ c1 è

b1 ≤ d0∨d1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (3) ïðè x = a, y0 = b0, y1 = b1, z0 =
c0, z1 = c1, w0 = d0 è w1 = d1, ïîëó÷èì

a = a ∧ (b0 ∨ b1) =a ∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

=
∨

i<2

[

a ∧
[

(b0 ∧ ci) ∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

]

∨

∨
∨

i<2

[

a ∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ di)
]

]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â L, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ

äâóõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : ñóùåñòâóåò i < 2, òàêîé ÷òî a = a∧
[

(b0 ∧ ci)∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

=
a ∧ (b′0 ∨ b1

)

, ãäå b′0 = b0 ∧ ci. Òàê êàê ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 íåòðèâèàëüíî è

{b′0, b1} ≪ {b0, b1}, ïîêðûòèå a ≤ b′0 ∨ b1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì. Â

ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1 çàêëþ÷àåì, ÷òî b0 ∈ {b0, b1} ⊆
{b′0, b1}. Òàêèì îáðàçîì, b0 = b′0 = b0 ∧ ci ≤ ci äëÿ íåêîòîðîãî i < 2, è
ýëåìåíò b0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ñëó÷àé 2 : ñóùåñòâóåò i < 2, òàêîé ÷òî a = a∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ di)
]

=
a ∧ (b0 ∨ b′1), ãäå b′1 = b1 ∧ di. Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 ìèíèìàëüíî

è {b0, b
′

1} ≪ {b0, b1}, ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b′1 íåòðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

b1 ∈ {b0, b1} ⊆ {b0, b
′

1}, òî åñòü b1 = b′1 = b1∧di ≤ di. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò

b1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíÿåòñÿ.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, z0 7→ c0, z1 7→ c1, w0 7→ d0, w1 7→ d1.
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Ïóñòü u è v ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé

òîæäåñòâà (3) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ. Èç âèäà òîæäåñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî
u ≥ v. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Ju ⊆ J , òàêîå ÷òî u =
∨

Ju. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤
v. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ≤ u, òî

p ≤ a ∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

= a ∧ (b′0 ∨ b′1),

ãäå b′0 = b0 ∧ (c0 ∨ c1) è b′1 = b1 ∧ (d0 ∨ d1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a è

p ≤ b′0 ∨ b′1. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ b′0. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b0 ∧ (c0 ∨ c1) ≤
(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨(b1 ∧ di)
äëÿ ëþáîãî i < 2. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧

[(

b0 ∧
(c0 ∨ c1)

)

∨(b1 ∧ di)
]

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ b′1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b1∧ (d0∨d1) ≤ (b0∧ ci)∨
(

b1∧ (d0∨d1)
)

äëÿ ëþáîãî i < 2. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
[

(b0 ∧
ci)∨

(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3 : p ≤ b′0∨ b′1 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû f0, . . . , fk ∈ J , òàêèå ÷òî

p ≤ f0∨. . .∨fk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è {f0, . . . , fk} ≪ {b′0, b
′

1}.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 0 < k < 3. Âîçìîæíû äâà

ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 3.1 : k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ f0 ∨ f1 ∨ f2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ïîêðûòèåì. Òîãäà ïî óñëîâèþ (ii) ïðåäëîæåíèÿ 2 âñå ýëåìåíòû f0, f1, f2
ïðîñòû; êðîìå òîãî {f0, f1, f2} ≪ {b′0, b

′

1}. Åñëè f0, f1, f2 ≤ b′i äëÿ íåêîòîðî-

ãî i < 2, òî ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà p ≤ f0∨f1∨f2 ≤ b′i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ p ≤ b′0 ∨ b′1. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæåí îäèí èç

ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 3.1.1 : fσ(0), fσ(1) ≤ b′0 è fσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f0, f1 ≤ b′0 = b0∧(c0∨c1) ≤ c0∨c1 è f2 ≤ b′1 = b1∧(d0∨d1) ≤ d0∨d1. Ïîñêîëüêó
ýëåìåíòû f0, f1, f2 ïðîñòû, ïîëó÷àåì, ÷òî f2 ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî i < 2.
Îòñþäà èìååì p ≤ (f0∨f1)∨f2 ≤

(

b0∧ (c0∨ c1)
)

∨(b1∧di). Ïðèìåíÿÿ ê äâóì
íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤

(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨(b1 ∧ di) îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ

∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ di)
]

≤ v, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.1.2 : fσ(0) ≤ b′0 è fσ(1), fσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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f0 ≤ b′0 = b0 ∧ (c0 ∨ c1) ≤ c0 ∨ c1 è f1, f2 ≤ b′1 = b1 ∧ (d0 ∨ d1) ≤ d0 ∨ d1.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû f0, f1, f2 ïðîñòû, f0 ≤ ci äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Îòñþäà
èìååì p ≤ f0 ∨ (f1 ∨ f2) ≤ (b0 ∧ ci) ∨

(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì

íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ (b0 ∧ ci) ∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ

∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
[

(b0 ∧ ci) ∨
(

b1 ∧ (d0 ∨ d1)
)]

≤ v, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.2 : k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ f0 ∨ f1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî-

êðûòèåì è {f0, f1} ≪ {b′0, b
′

1}. Åñëè f0, f1 ≤ b′i äëÿ íåêîòîðîãî i < 2, òî ìû
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà p ≤ f0∨ f1 ≤ b′i, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè

ïîêðûòèÿ p ≤ b′0 ∨ b′1. Òàêèì îáðàçîì, fσ(0) ≤ b′0 è fσ(1) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé

ïåðåñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå {0, 1}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî f0 ≤ b′0 = b0 ∧ (c0 ∨ c1) ≤ c0 ∨ c1 è f1 ≤ b′1 = b1 ∧ (d0 ∨ d1) ≤ d0 ∨ d1.

Ïî óñëîâèþ (ii) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i < 2
ýëåìåíò fi ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè i = 0, òî f0 ≤ cj äëÿ íåêîòîðîãî j < 2,
ïîýòîìó p ≤ f0 ∨ f1 ≤ (b0 ∧ cj) ∨ b′1. Âñïîìèíàÿ, ÷òî p ≤ a, ìû ïîëó÷àåì

p ≤ a∧
[

(b0∧cj)∨
(

b1∧(d0∨d1)
)]

≤ v. Åñëè i = 1, òî f1 ≤ dj äëÿ íåêîòîðîãî

j < 2. Òàêèì îáðàçîì, p ≤ f0 ∨ f1 ≤
(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ dj). Ïðèìåíÿÿ ê
äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤

(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ dj) è p ≤ a îïåðàöèþ ïåðåñå-

÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
[(

b0 ∧ (c0 ∨ c1)
)

∨ (b1 ∧ dj)
]

≤ v, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 8. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå

J � ìíîæåñòâî åå àòîìîâ. �åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî

ëåììå 3. Ïî ëåììå 6 íà O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (1). Â ñèëó äîêàçàòåëü-

ñòâà ëåììû 3 äëÿ ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 5.

Ïîýòîìó òîæäåñòâî (3) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåäëîæåíèþ 5.

3.7 Òîæäåñòâî (4)

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L) è ïóñòü òîæäåñòâà (1) è (2) èñòèííû â L.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (4) èñòèííî â L.
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(ii) Åñëè a ≤ b0 ∨ b1 è b1 ≤ c0 ∨ c1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿ-

ìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1, c0, c1 ∈ J , òî ýëåìåíòû c0 è c1
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïóñòü a ≤ b0 ∨
b1 è b1 ≤ c0 ∨ c1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ

ýëåìåíòîâ a, b0, b1, c0, c1 ∈ J . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d0, d1 ∈ L òàêîâû, ÷òî

c1 ≤ d0 ∨ d1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (4) ïðè x = a, y0 = b0, y1 = b1,

z0 = c0, z1 = c1, t0 = d0, t1 = d1, ïîëó÷èì

a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ [c1 ∧ (d0 ∨ d1)]
)]

)

=
[

a ∧ b1 ∧
(

c0 ∨
(

c1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

)]

∨

∨
[

a ∧
(

b0 ∨
(

b1 ∧ c1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

)]

∨

∨
∨

i<2

[

a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

)]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â L, èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : a = a ∧ b1 ∧
(

c0 ∨
(

c1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

)

. Â ýòîì ñëó÷àå a ≤ b1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0∨b1. Ïîýòîìó ýòîò ñëó÷àé

íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 2 : a = a ∧
(

b0 ∨
(

b1 ∧ c1 ∧ (d0 ∨ d1)
)

)

. Â ýòîì ñëó÷àå a = a ∧

(b0 ∨ b′1) ≤ b0 ∨ b′1, ãäå b′1 = b1 ∧ c1 ∧ (d0 ∨ d1). Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå a ≤
b0 ∨ b1 íåòðèâèàëüíî è {b0, b

′

1} ≪ {b0, b1}, ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b′1 òàêæå

íåòðèâèàëüíî. Òàê êàê ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 ìèíèìàëüíî, ìû çàêëþ÷àåì,

÷òî b1 ∈ {b0, b1} ⊆ {b0, b
′

1}, òî åñòü b1 = b′1 = b1 ∧ c1 ∧ (d0 ∨ d1) ≤ c1, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ b1 ≤ c0 ∨ c1. Ýòîò ñëó÷àé òàêæå

íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 3 : a = a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

)

äëÿ íåêîòîðîãî i < 2.

Â ýòîì ñëó÷àå a = a ∧ (b0 ∨ b′1) ≤ b0 ∨ b′1, ãäå b′1 = b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)

.

Ïîñêîëüêó ïîêðûòèå a ≤ b0 ∨ b1 íåòðèâèàëüíî è {b0, b
′

1} ≪ {b0, b1}, ïîëó-
÷àåì, ÷òî a ≤ b0 ∨ b′1 � òàêæå íåòðèâèàëüíîå ïîêðûòèå. Òàê êàê ïîêðû-

òèå a ≤ b0 ∨ b1 ìèíèìàëüíî, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî b1 ∈ {b0, b1} ⊆ {b0, b
′

1},
òî åñòü b1 = b′1 = b1 ∧

(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)

≤ c0 ∨ c′1, ãäå c′1 ≤ c1 ∧ di. Ïî-

ñêîëüêó ïîêðûòèå b1 ≤ c0 ∨ c1 ìèíèìàëüíî è {c0, c
′

1} ≪ {c0, c1}, ïîêðûòèå
b1 ≤ c0 ∨ c′1 òàêæå íåòðèâèàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, c1 ∈ {c0, c1} ⊆ {c0, c

′

1},
òî åñòü c1 = c′1 = c1 ∧ di ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ýëåìåíò c1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì, ýëåìåíò c0 òàêæå

ïðîñò. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíåíî.
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, z0 7→ c0, z1 7→ c1, t0 7→ d0, t1 7→ d1.

Ïóñòü u è v ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé

òîæäåñòâà (4) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ. Èç âèäà òîæäåñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî
v ≤ u. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ,

ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî Ju ⊆ J , òàêîå ÷òî u =
∨

Ju. Ïîýòîìó âíîâü

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî p ≤ v. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ≤ u, òî

p ≤ a∧
(

b0∨
[

b1∧
(

c0∨[c1∧(d0∨d1)]
)]

)

= a∧
(

b0∨
(

b1∧(c0∨c
′

1)
)

)

= a∧(b0∨b
′

1),

ãäå c′1 = c1∧ (d0∨d1) è b′1 = b1∧
[

c0∨
(

c1∧ (d0∨d1)
)]

= b1∧ (c0∨ c′1). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a è p ≤ b0 ∨ b′1. �àññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ b0. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b0∨
[

b1∧
(

c0∨(c1∧di)
)]

äëÿ ëþáîãî i < 2.

Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a∧
(

b0∨
[

b1∧
(

c0∨(c1∧di)
)]

)

≤

v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ b′1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ b1 ∧ (c0 ∨ c′1). Ïîñêîëüêó p ≤ a,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧ b1 ∧ (c0 ∨ c′1) ≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3 : p ≤ b0∨ b′1 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì. Â ýòîì ñëó÷àå,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû f0, . . . , fk ∈ J , òàêèå ÷òî

p ≤ f0∨. . .∨fk ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è {f0, . . . , fk} ≪ {b0, b
′

1}.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååì 0 < k < 3. Âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 3.1 : k = 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ f0 ∨ f1 ∨ f2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì

ïîêðûòèåì. Òîãäà ïî óñëîâèþ (ii) ïðåäëîæåíèÿ 2 âñå ýëåìåíòû f0, f1, f2
ïðîñòû; êðîìå òîãî {f0, f1, f2} ≪ {b0, b

′

1}. Åñëè f0, f1, f2 ≤ b0 èëè f0, f1, f2 ≤
b′1, òî ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà p ≤ b0 èëè p ≤ b′1 ñîîòâåòñòâåííî. Íî

ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ p ≤ b0 ∨ b′1. Òàêèì îáðàçîì,

âîçìîæåí îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 3.1.1 : fσ(0), fσ(1) ≤ b0 è fσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè

σ íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f0, f1 ≤ b0 è f2 ≤ b′1 = b1∧ (c0∨c′1) ≤ c0∨c′1. Êðîìå òîãî, f2 ≤ b1. Ïîñêîëüêó

ýëåìåíò f2 ïðîñò, ïîëó÷àåì, ÷òî f2 ≤ c0 èëè f2 ≤ c′1. �àññìîòðèì ýòè äâà

ñëó÷àÿ îòäåëüíî.

Ñëó÷àé 3.1.1a: f2 ≤ c0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì f2 ≤ b1∧c0 è p ≤ (f0∨f1)∨f2 ≤
b0∨ (b1 ∧ c0) ≤ b0∨

[

b1 ∧
(

c0∨ (c1∧di)
)]

äëÿ ëþáîãî i < 2. Ïðèìåíÿÿ ê äâóì
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íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ

∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

)

≤ v, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.1.1b: f2 ≤ c′1. Â ýòîì ñëó÷àå f2 ≤ b1∧c
′

1, ïîýòîìó p ≤ (f0∨f1)∨f2 ≤
b0 ∨ (b1 ∧ c′1). Ïðèìåíÿÿ ê äâóì íåðàâåíñòâàì p ≤ a è p ≤ b0 ∨ (b1 ∧ c′1)
îïåðàöèþ ïåðåñå÷åíèÿ ∧, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî p ≤ a∧

(

b0 ∨ (b1 ∧ c′1)
)

≤ v,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.1.2 : fσ(0) ≤ b0 è fσ(1), fσ(2) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ íà

ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f0 ≤ b0
è f1, f2 ≤ b′1 = b1∧ (c0∨ c′1) ≤ c0∨ c′1. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

f1, f2 ≤ b1. Åñëè f1, f2 ≤ c0, òî p ≤ a∧ (f0∨ f1∨ f2) ≤ a∧
(

b0∨ (b1∧ c0)
)

≤ v.

Åñëè f1, f2 ≤ c′1, òî p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1 ∨ f2) ≤ a ∧
(

b0 ∨ (b1 ∧ c′1)
)

≤ v.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî fδ(1) ≤ c0 è fδ(2) ≤ c′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðå-

ñòàíîâêè δ íà ìíîæåñòâå {1, 2}. Â ñèëó ñèììåòðèè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f1 ≤ c0 è f2 ≤ c′1 = c1 ∧ (d0 ∨ d1) ≤ d0 ∨ d1. Êðîìå òîãî, f2 ≤ c1 Ïîñêîëüêó

ýëåìåíò f2 ïðîñò, èìååì f2 ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Òîãäà f2 ≤ c1 ∧ di è

p ≤ f0 ∨ (f1 ∨ f2) ≤ b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

]

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 3.2 : k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ f0 ∨ f1 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî-

êðûòèåì è {f0, f1} ≪ {b0, b
′

1}. Åñëè f0, f1 ≤ b0 èëè f0, f1 ≤ b′1, òî p ≤ b0 èëè

p ≤ b′1 ñîîòâåòñòâåííî. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ

p ≤ b0 ∨ b′1.

Òàêèì îáðàçîì, fσ(0) ≤ b0 è fσ(1) ≤ b′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ íà

ìíîæåñòâå {0, 1}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f0 ≤ b0 è

f1 ≤ b′1 = b1 ∧ (c0 ∨ c′1) ≤ c0 ∨ c′1. Êðîìå òîãî, èìååì f1 ≤ b1. Åñëè f1 ≤ c0,

òî f1 ≤ b1 ∧ c0, ïîýòîìó p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ≤ a ∧
(

b0 ∨ (b1 ∧ c0)
)

≤ v. Åñëè

f1 ≤ c′1, òî f1 ≤ b1 ∧ c′1, ïîýòîìó p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ≤ a ∧
(

b0 ∨ (b1 ∧ c′1)
)

≤ v.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1 ≤ c0∨ c′1 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðû-

òèåì. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ J-ðåøåòêè ñóùåñòâóåò ýëåìåíòû h0, . . . , hn ∈
J , òàêèå ÷òî f1 ≤ h0 ∨ . . . ∨ hn ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì è

{h0, . . . , hn} ≪ {c0, c
′

1}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n = 1.
Åñëè h0, h1 ≤ c0 èëè h0, h1 ≤ c′1, òî ìû èìååì f1 ≤ c0 èëè f1 ≤ c′1. Íî

ýòè íåðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ f1 ≤ c0 ∨ c′1.

Òàêèì îáðàçîì, hδ(0) ≤ c0 è hδ(1) ≤ c′1 äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè δ íà

ìíîæåñòâå {0, 1}. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h0 ≤ c0
è h1 ≤ c′1 = c1 ∧ (d0 ∨ d1) ≤ d0 ∨ d1. Ïî óñëîâèþ (ii) äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ

h1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì. Ñëåäîâàåòëüíî, h1 ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî

i < 2, òî åñòü f1 ≤ b1 ∧ (h0 ∨ h1) ≤ b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)

. Òàêèì îáðàçîì,
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èìååì p ≤ f0 ∨ f1 ≤ b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧
(

b0 ∨
[

b1 ∧
(

c0 ∨ (c1 ∧ di)
)]

)

≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå 6 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 9. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî ëåììå

3. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå J � ìíîæåñòâî åå

àòîìîâ. Ïî ëåììå 6 íà O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (1), à ïî ëåììå 7 íà O(4)
èñòèííî òîæäåñòâî (2). Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 äëÿ ðåøåòêè O(4)
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 6. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (4) èñòèííî
â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåäëîæåíèþ 6.

3.8 Òîæäåñòâî (5)

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (5) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 è a ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè

ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1, b2, c0, c1, c2 ∈ J , òî

{b0, b1, b2} = {c0, c1, c2}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî òîæäåñòâî (5) èñòèííî â L; ïóñòü a ≤ b0∨b1∨b2 è a ≤ c0∨c1∨c2 ÿâëÿþòñÿ
ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1, b2, c0, c1, c2 ∈
J . Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (5) ïðè x = a, yi = bi, zi = ci, ãäå i < 3,
ïîëó÷èì

a = a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) =

=
∨

σ∈S3

[

a ∧
(

(b0 ∧ cσ(0)) ∨ (b1 ∧ cσ(1)) ∨ (b2 ∧ cσ(2))
)]

∨

∨
∨

i<j<3

[

a ∧ (bi ∨ bj) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2)
]

∨

∨
∨

i<j<3

[

a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (ci ∨ cj)
]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â ðåøåòêå L, èìååò ìåñòî îäèí èç

ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.
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Ñëó÷àé 1 : a = a ∧
[

(b0 ∧ cσ(0)) ∨ (b1 ∧ cσ(1)) ∨ (b2 ∧ cσ(2))
]

≤ d0 ∨ d1 ∨ d2, ãäå

di = bi ∧ cσ(i), i < 3. Åñëè a ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî i < 3, òî a ≤ di ≤ bi, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2. Òàêèì îáðàçîì,

a ≤ d0∨d1∨d2 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì, ïðè÷åì {d0, d1, d2} ≪
{b0, b1, b2} è {d0, d1, d2} ≪ {c0, c1, c2}. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè äâóõ ïîñëåä-

íèõ ïîêðûòèé ïîëó÷àåì, ÷òî {b0, b1, b2} = {d0, d1, d2} = {c0, c1, c2}.

Ñëó÷àé 2 : a = a ∧ (bi ∨ bj) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Â ýòîì

ñëó÷àå a ≤ bi ∨ bj ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïîêðûòèåì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2.

Ñëó÷àé 3 : a = a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (ci ∨ cj) äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Ýòîò
ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ 2.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíåíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ â ðåøåòêå L:

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, y2 7→ b2, z0 7→ c0, z1 7→ c1, z2 7→ c2.

Ïóñòü u è v îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé

òîæäåñòâà (5) ïðè èíòåðïðåòàöèè ïåðåìåííûõ γ. Î÷åâèäíî, ÷òî v ≤ u.

Ïîêàæåì, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ïîä-

ìíîæåñòâî Ju ⊆ J , òàêîå ÷òî u =
∨

Ju. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤ v. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè p ≤ u, òî

p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a, p ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 è p ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2. �àññìîòðèì

ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 3. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ bi ∨ bj äëÿ

ëþáîãî j < 3, òàêîãî ÷òî j 6= i. Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

p ≤ a ∧ (bi ∨ bj) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) ≤ v, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ ci äëÿ íåêîòîðîãî i < 3. Â ýòîì ñëó÷àå òàê æå êàê è âûøå

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (ci ∨ cj) ≤ v.

Ñëó÷àé 3 : p ≤ b0 ∨ b1 ∨ b2 è p ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2 ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè

ïîêðûòèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ìíîæå-

ñòâà {f0, . . . , fk} ⊆ J è {g0, . . . , gn} ⊆ J , òàêèå ÷òî p ≤ f0 ∨ . . . ∨ fk è p ≤
g0∨. . .∨gn ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè, {f0, . . . , fk} ≪ {b0, b1, b2}
è {g0, . . . , gn} ≪ {c0, c1, c2}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååì 0 < k, n < 3. Âîç-
ìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
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Ñëó÷àé 3.1 : {f0, . . . , fk} ≪ {bi, bj} äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Â ýòîì ñëó÷àå

p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) ≤ a ∧ (bi ∨ bj) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) ≤ v.

Ñëó÷àé 3.2 : {g0, . . . , gn} ≪ {ci, cj} äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Â ýòîì ñëó÷àå

p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (gi ∨ gj) ≤ a ∧ (b0 ∨ b1 ∨ b2) ∧ (ci ∨ cj) ≤ v.

Ñëó÷àé 3.3 : ñëó÷àé 3.1 è ñëó÷àé 3.2 íå èìåþò ìåñòà. Â ýòîì ñëó÷àå èìå-

åì k = n = 2. Ïîýòîìó ñîãëàñíî çàêëþ÷åíèþ óòâåðæäåíèÿ (ii), èìååì

ðàâåíñòâî {f0, f1, f2} = {g0.g1, g2}. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà

σ ∈ S3, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî i < 3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî fi = gσ(i). Òàêèì

îáðàçîì,

p ≤ a ∧
[

(f0 ∧ gσ(0)) ∨ (f1 ∧ gσ(1)) ∨ (f2 ∧ gσ(2))
]

≤

≤ a ∧
[

(b0 ∧ cσ(0)) ∨ (b1 ∧ cσ(1)) ∨ (b2 ∧ cσ(2))
]

≤ v,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå 7 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 10. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî ëåììå

3. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå J � ìíîæåñòâî åå

àòîìîâ. Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 â ðåøåòêå O(4) åñòü åäèíñòâåííîå
ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå, ñîäåðæàùåå òðè ýëåìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 7. Ïîýòîìó òîæäåñòâî
(5) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåäëîæåíèþ 7.

3.9 Òîæäåñòâî (6)

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L) è ïóñòü òîæäåñòâà (1), (2) è (5) èñòèííû
â L. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (6) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b ∨ c, c ≤ c0 ∨ c1 è c ≤ d0 ∨ d1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíû-

ìè ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, c0, c1, d0, d1 ∈ J , òî

{c0, c1} = {d0, d1}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Ïóñòü a ≤ b ∨
c, c ≤ c0 ∨ c1 è c ≤ d0 ∨ d1 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, c0, c1, d0, d1 ∈ J . Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

(6) ïðè x = a, y = b, z = c, zi = ci, ti = di, ãäå i < 2, ïîëó÷èì

a = a ∧
[

b ∨
(

c ∧ (c0 ∨ c1) ∧ (d0 ∨ d1)
)]

=

=
[

a ∧ c ∧ (c0 ∨ c1)
]

∨
∨

i<2

[

a ∧
[

b ∨
(

c ∧ ci ∧ (d0 ∨ d1)
)]

]

∨

∨
∨

i<2

a ∧
[

[

b ∨
(

c ∧ di ∧ (c0 ∨ c1)
)]

]

∨

∨
[

a ∧
[

b ∨
(

c ∧
(

(c0 ∧ d0) ∨ (c1 ∧ d1) ∨ (c0 ∧ d1) ∨ (c1 ∧ d0)
))]

]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â ðåøåòêå L, èìååò ìåñòî îäèí èç

ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : a = a ∧ c ∧ (c0 ∧ c1). Â ýòîì ñëó÷àå a ≤ c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b ∨ c.

Ñëó÷àé 2 : a = a∧
[

b∨
(

c∧ ci ∧ (d0 ∨ d1)
)]

. Â ýòîì ñëó÷àå a ≤ b∨ c′i, ãäå c
′

i =
c∧ci∧(d0∨d1) ≤ c. Åñëè a ≤ b èëè a ≤ c′i ≤ c, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

ñ íåòðèâèàëüíîñòüþ ïîêðûòèÿ a ≤ b∨c. Òàêèì îáðàçîì, ïîêðûòèå a ≤ b∨c′i
íåòðèâèàëüíî è, î÷åâèäíî, {b, c′i} ≪ {b, c}. Ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíîãî

ïîêðûòèÿ èìååì {b, c} ⊆ {b, c′i}. Òàê êàê c � b, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî c =
c′i ≤ ci. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ c0 ∨ c1.

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 3 : a = a∧
[

b∨
(

c∧di∧ (c0∨ c1)
)]

. Ýòîò ñëó÷àé ñèììåòðè÷åí ñëó÷àþ

2 è òàêæå íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 4 : a = a ∧
[

b ∨
(

c ∧
(

(c0 ∧ d0) ∨ (c1 ∧ d1) ∨ (c0 ∧ d1) ∨ (c1 ∧ d0)
))]

≤
b ∨ c′, ãäå c′ = c ∧

(

(c0 ∧ d0) ∨ (c1 ∧ d1) ∨ (c0 ∧ d1) ∨ (c1 ∧ d0)
))

≤ c. Åñëè

a ≤ b èëè a ≤ c′ ≤ c, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ íåòðèâèàëüíîñòüþ

ïîêðûòèÿ a ≤ b ∨ c. Òàêèì îáðàçîì, ïîêðûòèå a ≤ b ∨ c′ íåòðèâèàëüíî è,

î÷åâèäíî, {b, c′} ≪ {b, c}. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b∨c èìååì

{b, c} ⊆ {b, c′}. Òàê êàê c � b, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî c = c′ ≤
∨

i,j<2 eij ,

ãäå eij = ci ∧ dj äëÿ âñåõ i, j < 2. Åñëè c ≤ eij äëÿ íåêîòîðûõ i, j < 2, òî
c ≤ eij ≤ ci, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ c0 ∨ c1. Ïî

îïðåäåëåíèþ J-ðåøåòêè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî {f0, . . . , fn} ⊆ J , òàêîå ÷òî

ïîêðûòèå c ≤ f0∨ . . .∨ fn ìèíèìàëüíî è {f0, . . . , fn} ≪ {ei,j | i, j < 2}. Òàê
êàê íà ðåøåòêå L èñòèííî òîæäåñòâî (1), ýòà ðåøåòêà óäîâëåòâîðÿåò âñåì
óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïîñêîëüêó íà ðåøåòêå L èñòèííî òîæäåñòâî (2),
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî íà L âûïîëíåíî óñëîâèå (ii) ïðåäëîæåíèÿ 4. Ïðèìåíÿÿ
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ýòî óñëîâèå ê ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèÿì a ≤ b ∨ c è c ≤ f0 ∨ . . . ∨ fn,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî n = 1 è ïîêðûòèå c ≤ f0 ∨ f1 ìèíèìàëüíî. Âîçìîæíû

ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè.

Ñëó÷àé 4.1 : f0 ≤ eij è f1 ≤ eik äëÿ íåêîòîðûõ i, j, k < 2. Â ýòîì ñëó÷àå

c ≤ f0 ∨ f1 ≤ eij ∨ eik = (ci ∧ dj) ∨ (ci ∧ dk) ≤ ci ∨ ci = ci, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ c0 ∨ c1. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé

íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 4.2 : f0 ≤ eij è f1 ≤ ekj äëÿ íåêîòîðûõ i, j, k < 2. Â ýòîì ñëó÷àå

c ≤ f0 ∨ f1 ≤ eij ∨ ekj = (ci ∧ dj)∨ (ck ∧ dj) ≤ dj ∨ dj = dj , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ d0∨d1. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ñëó÷àé òàêæå

íåâîçìîæåí.

Ñëó÷àé 4.3 : f0 ≤ eij è f1 ≤ e(1−i)(1−j) äëÿ íåêîòîðûõ i, j < 2. Â ýòîì ñëó÷àå

c ≤ f0 ∨ f1 ≤ eij ∨ e(1−i)(1−j) = (ci ∧ dj) ∨ (c1−i ∧ d1−j). Åñëè c ≤ ci ∧ dj , òî

c ≤ ci, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ c0 ∨ c1. Åñëè c ≤
c1−i∧d1−j , òî c ≤ c1−i, ÷òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ

c ≤ c0 ∨ c1. Òàêèì îáðàçîì, ïîêðûòèå c ≤ u∨ v, ãäå u = ci ∧ dj, à v = c1−i ∧
d1−j, íåòðèâèàëüíî. Î÷åâèäíî, {u, v} ≤ {c0, c1}. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè

ïîêðûòèÿ c ≤ c0 ∨ c1 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî {c0, c1} ⊆ {u, v}. Òàê êàê cm �
c1−m äëÿ âñåõ m < 2, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà ci = u = ci ∧ dj ≤ dj è

c1−i = v = c1−i ∧ d1−j ≤ d1−j . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, {u, v} ≤ {d0, d1}. Â ñèëó

ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ c ≤ d0 ∨ d1 ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî {d0, d1} ⊆ {u, v}.
Òàê êàê dm � d1−m äëÿ âñåõ m < 2, â ñèëó ïðåäûäóùåãî ìû ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâà

dj = u = ci ∧ dj ≤ ci ≤ dj è d1−j = v = c1−i ∧ d1−j ≤ c1−i ≤ d1−j.

Ñëåäîâàòåëüíî, {c0, c1} = {d0, d1}.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíåíî.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ òîæäåñòâà (6) â ðåøòåêå L:

γ : x 7→ a, y 7→ b, z 7→ c, z0 7→ c0, z1 7→ c1, t0 7→ d0, t1 7→ d1.

Ïóñòü u è v ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé ÷à-

ñòåé òîæäåñòâà (6) ïðè èíòåðïðåòàöèè γ. Î÷åâèäíî, ÷òî u ≥ v. Òðåáóåòñÿ

ïîêàçàòü, ÷òî u ≤ v. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò ïîä-

ìíîæåñòâî Ju ⊆ J , òàêîå ÷òî u =
∨

Ju. Ïîýòîìó âíîâü äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà p ∈ Ju âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤ v.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p ∈ Ju, òî

p ≤ u = a ∧
[

b ∨
(

c ∧ (c0 ∨ c1) ∧ (d0 ∨ d1)
)]

.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p ≤ a è p ≤ b ∨ c′, ãäå c′ = c ∧ (c0 ∨ c1) ∧ (d0 ∨ d1).
�àññìîòðèì ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ b. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i < 2 èìååì p ≤ a∧ b ≤
a ∧

[

b ∨
(

c ∧ ci ∧ (d0 ∨ d1)
)]

≤ v.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ c′. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ a ∧ c′ ≤ v.

Ñëó÷àé 3 : ïîêðûòèå p ≤ b ∨ c′ íåòðèâèàëüíî. Ïî îïðåäåëåíèþ J-ðåøåòêè

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî {f0, . . . , fn} ⊆ J , òàêîå ÷òî ïîêðûòèå c ≤ f0 ∨ . . . ∨ fn
ìèíèìàëüíî è {f0, . . . , fn} ≪ {b, c′}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ïîëó÷àåì, ÷òî

0 < n < 3. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 3.1 : n = 1, òî åñòü ïîêðûòèå p ≤ f0 ∨ f1 ìèíèìàëüíî. Áåç îãðàíè-

÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî f0 ≤ b è f1 ≤ c′. Ñëåäîâàòåëüíî, f1 ≤ c0∨c1 è

f1 ≤ d0∨d1. Åñëè f1 ≤ ci äëÿ íåêîòîðîãî i < 2, òî f1 ≤ c′∧ci = c∧ci∧(d0∨d1),
ïîýòîìó p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ≤ a ∧

[

b ∨
(

c ∧ ci ∧ (d0 ∨ d1)
)]

≤ v. Åñëè

f1 ≤ di äëÿ íåêîòîðîãî i < 2, òî f1 ≤ c′ ∧ di = c ∧ di ∧ (c0 ∨ c1), ïîýòî-
ìó p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ≤ a ∧

[

b ∨
(

c ∧ di ∧ (c0 ∨ c1)
)]

≤ v.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîêðûòèÿ f1 ≤ c0∨ c1 è f1 ≤ d0∨d1 íåòðèâèàëüíû.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ J-ðåøåòêè íàéäóòñÿ êîíå÷íûå ìíîæåñòâà S, T ⊆ J ,

òàêèå ÷òî ïîêðûòèÿ f1 ≤
∨

S è f ≤
∨

T ìèíèìàëüíû è S ≪ {c0∨c1}, T ≪
{d0, d1}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ïîëó÷àåì, ÷òî |S| = |T | = 2; ïóñòü S = {s0, s1},
T = {t0, t1}. Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíûõ ïîêðûòèé

a ≤ f0 ∨ f1, f1 ≤ s0 ∨ s1, f1 ≤ t0 ∨ t1 âûïîëíåíî çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ

(ii). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî S = T , òî åñòü s0 = ti è s1 = t1−i äëÿ íåêîòîðîãî

i < 2. Òàêèì îáðàçîì,

f1 ≤ c′ ∧
(

(s0 ∧ ti) ∨ (s1 ∧ t1−i)
)

= c ∧
(

(s0 ∧ ti) ∨ (s1 ∧ t1−i)
)

≤

≤ c ∧
(

∨

m,n<2

(sm ∧ tn)
)

≤ c ∧
(

∨

m,n<2

(cm ∧ dn)
)

,

è ïîýòîìó

p ≤ a ∧ (f0 ∨ f1) ≤ a ∧
[

b ∨
[

c ∧
(

∨

m,n<2

(cm ∧ dn)
)]

]

≤ v.

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, p ≤ v â ëþáîì ñëó÷àå, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåí-

ñòâî u ≤ v. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 8 çàâåðøåíî.

Ëåììà 11. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî ëåììå

3. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå J � ìíîæåñòâî åå
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àòîìîâ. Ïî ëåììå 6 íà O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (1), ïî ëåììå 7 íà O(4)
èñòèííî òîæäåñòâî (2), à ïî ëåììå 10 íà O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (5). Â
ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 äëÿ ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii)

ïðåäëîæåíèÿ 8. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (6) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 8.

3.10 Òîæäåñòâî (7)

Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü L ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé J-ðåøåòêîé äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà J ⊆ J(L) è ïóñòü òîæäåñòâà (1), (2) è (5) èñòèííû
â L. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) Òîæäåñòâî (7) èñòèííî â L.

(ii) Åñëè a ≤ b0∨b1 è a ≤ c0∨c1∨c2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè
äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ a, b0, b1, c0, c1, c2 ∈ J , òî ñóùåñòâóþò i < 2 è
ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S3, òàêèå ÷òî bi = cσ(0), à b1−i ≤ cσ(1)∨cσ(2) ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ñíà÷àëà, ÷òî (i) âëå÷åò (ii). Äåéñòâèòåëü-

íî, ïóñòü òîæäåñòâî (7) èñòèííî â L è ïóñòü a ≤ b0 ∨ b1 è a ≤ c0 ∨
c1 ∨ c2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

a, b0, b1, c0, c1, c2 ∈ J . Òîãäà, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (5) ïðè x = a, yi = bi,

zj = cj , ãäå i < 2, j < 3 ïîëó÷èì

a = a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) =

=
∨

i<2, σ∈S3

[

a ∧
[

(bi ∧ cσ(0)) ∨
(

b1−i ∧ (cσ(1) ∨ cσ(2))
)]

]

∨

∨
∨

i<2

[

a ∧ bi ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2)
]

∨
∨

i<j<3

[

a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (ci ∨ cj)
]

.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a ∨-íåðàçëîæèì â ðåøåòêå L, èìååò ìåñòî îäèí èç

ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1 : a = a∧
[

(bi∧cσ(0))∨
(

b1−i∧(cσ(1)∨cσ(2))
)]

äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòà-

íîâêè σ ∈ S3 è íåêîòîðîãî i < 2. Òîãäà a ≤ (bi∧cσ(0))∨
(

b1−i∧(cσ(1)∨cσ(2))
)

.

Ïîëàãàåì äëÿ êðàòêîñòè d0 = bi∧cσ(0) è d1 = b1−i∧(cσ(1)∨cσ(2)). Åñëè a ≤ d0,

òî a ≤ bi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1. Åñëè

a ≤ d1, òî a ≤ b1−i, ÷òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ

a ≤ b0 ∨ b1. Òàêèì îáðàçîì, ïîêðûòèå a ≤ d0 ∨ d1 íåòðèâèàëüíî, ïðè÷åì

{d0, d1} ≪ {b0, b1}. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ {b0, b1} ïîëó÷àåì,
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÷òî {b0, b1} = {d0, d1}; äðóãèìè ñëîâàìè, bi = bi ∧ cσ(0) ≤ cσ(0) è b1−i =
b1−i ∧ (cσ(1) ∨ cσ(2)) ≤ cσ(1) ∨ cσ(2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîêðûòèå {bi, cσ(1), cσ(2)}
ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì è {bi, cσ(1), cσ(2)} ≪ {c0, c1, c2}. Â ñèëó ìèíèìàëü-

íîñòè ïîñëåäíåãî ïîêðûòèÿ èìååì {bi, cσ(1), cσ(2)} = {c0, c1, c2}, ïîýòîìó
bi = cσ(0).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîêðûòèå b1−i ≤ cσ(1) ∨ cσ(2) ìèíèìàëüíî. Â ñèëó ìèíè-

ìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ c0∨c1∨c2 ïîêðûòèå b1−i ≤ cσ(1)∨cσ(2) íåòðèâèàëü-
íî. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F ⊆ J òàêîâî, ÷òî ïîêðûòèå b1−i ≤

∨

F ÿâ-

ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì è F ≪ {cσ(1), cσ(2)}. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 ìû çàêëþ-

÷àåì, ÷òî F = {f0, f1} äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ f0, f1 ∈ J . Ïîñêîëüêó a ≤
b0∨b1 ≤ bi∨f0∨f1 è bi = cσ(0), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî {bi, f0, f1} ≪ {c0, c1, c2}. Â
ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ïîñëåäíåãî ïîêðûòèÿ èìååì {bi, f0, f1} = {c0, c1, c2},
ïîýòîìó {f0, f1} = {cσ(1), cσ(2)}, è ïîêðûòèå b1−i ≤ cσ(1) ∨ cσ(2) ìèíèìàëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíåíî â ýòîì ñëó÷àå.

Ñëó÷àé 2 : a = a ∧ bi ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Â ýòîì ñëó÷àå

a ≤ bi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåòðèâèàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ b0 ∨ b1.

Ñëó÷àé 3 : a = a∧(b0∨b1)∧(ci∨cj) äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Â ýòîì ñëó÷àå

a ≤ ci ∨ cj, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ïîêðûòèÿ a ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2.

Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå óòâåðæäåíèÿ (ii) âûïîëíåíî.

Òåïåðü óñòàíîâèì, ÷òî (ii) âëå÷åò (i). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåð-

ïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ γ â ðåøåòêå L:

γ : x 7→ a, y0 7→ b0, y1 7→ b1, z0 7→ c0, z1 7→ c1, z2 7→ c2.

Ïóñòü u è v îáîçíà÷àþò çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé òîæäåñòâà (7) ïðè
èíòåðïðåòàöèè γ. Î÷åâèäíî, ÷òî v ≤ u. Ïîêàæåì, ÷òî u ≤ v. Ïóñòü ýëåìåíò

p ∈ J òàêîâ, ÷òî p ≤ u. Íàì íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

p ≤ v. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2)
âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

p ≤ a; p ≤ b0 ∨ b1; p ≤ c0 ∨ c1 ∨ c2.

�àññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1 : p ≤ bi äëÿ íåêîòîðîãî i < 2. Â ýòîì ñëó÷àå p ≤ bi ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2).
Ïîñêîëüêó p ≤ a, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧ bi ∧ (c0 ∨ c1 ∨ c2) ≤ v.

Ñëó÷àé 2 : p ≤ ci äëÿ íåêîòîðîãî i < 3. Â ýòîì ñëó÷àå òàê æå êàê è âûøå

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (ci ∨ cj) ≤ v, ãäå i 6= j.

Ñëó÷àé 3 : ïîêðûòèÿ p ≤ b0∨ b1∨ b2 è p ≤ c0∨ c1∨ c2 íåòðèâèàëüíû. Â ýòîì

ñëó÷àå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà {f0, . . . , fk} ⊆ J è
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{g0, . . . , gn} ⊆ J , òàêèå ÷òî p ≤ f0∨. . .∨fk è p ≤ g0∨. . .∨gn ÿâëÿþòñÿ ìèíè-
ìàëüíûìè ïîêðûòèÿìè, {f0, . . . , fk} ≪ {b0, b1} è {g0, . . . , gn} ≪ {c0, c1, c2}.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 èìååì 0 < k, n < 3. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 3.1 : {g0, . . . , gn} ≪ {ci, cj} äëÿ íåêîòîðûõ i < j < 3. Â ýòîì ñëó÷àå

p ≤ a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (gi ∨ gj) ≤ a ∧ (b0 ∨ b1) ∧ (ci ∨ cj) ≤ v.

Ñëó÷àé 3.2 : ñëó÷àé 3.1 íå èìååò ìåñòà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì n = 2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî k = 2. Ïîñêîëüêó L |= (5), ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 7(ii),

èìååì ðàâåíñòâî {g0, g1, g2} = {f0, f1, f2} ≪ {b0, b1}. Ñëåäîâàòåëüíî, íàé-
äóòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S3 è i < 2, òàêèå ÷òî gσ(0) ≤ bi è gσ(1), gσ(2) ≤ b1−i.

Òàêèì îáðàçîì,

p ≤ a ∧
[

(bi ∧ gσ(0)) ∨ (b1−i ∧ gσ(1)) ∨ (b1−i ∧ gσ(2))
]

≤

≤ a ∧
[

(bi ∧ cσ(0)) ∨
(

b1−i ∧ (cσ(1) ∨ cσ(2))
)]

≤ v,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâè-

ÿõ ïðåäëîæåíèÿ 9(ii). Â ñèëó íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ, âåðíî è çàêëþ÷åíèå

ýòîãî óñëîâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íàéäóòñÿ i, j < 2 è ïåðåñòàíîâêà σ ∈ S3,

òàêèå ÷òî gσ(0) = fi ≤ bj è f1−i ≤ b1−j ∧ (gσ(1) ∨ gσ(2)). Îêîí÷àòåëüíî èìååì

p ≤ a ∧
[

(bi ∧ gσ(0)) ∨
(

b1−i ∧ (gσ(1) ∨ gσ(2))
)]

≤

≤ a ∧
[

(bi ∧ cσ(0)) ∨
(

b1−i ∧ (cσ(1) ∨ cσ(2))
)]

≤ v.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî p ≤ v âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ âîçìîæíûõ

ñëó÷àÿõ. Ïðåäëîæåíèå 9 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ëåììà 12. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííî òîæäåñòâî (7).

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ 3-äèñòðèáóòèâíîé ïî ëåììå

3. Ïî ëåììå 2 ðåøåòêà O(4) ÿâëÿåòñÿ J-ðåøåòêîé, ãäå J � ìíîæåñòâî åå

àòîìîâ. Â ñèëó äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 â ðåøåòêå O(4) åñòü åäèíñòâåííîå
ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå {(0, 3)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 2)} ∨ {(2, 3)}, ñîäåðæàùåå
òðè ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî, ñëåäóþùèå ïîêðûòèÿ òàêæå ìèíèìàëüíû:

{(0, 3)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 3)}; {(1, 3)} ≤ {(1, 2)} ∨ {(2, 3)};

{(0, 3)} ≤ {(0, 2)} ∨ {(2, 3)}; {(0, 2)} ≤ {(0, 1)} ∨ {(1, 2)}.

Òàêèì îáðàçîì, âèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåòêè O(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (ii)

ïðåäëîæåíèÿ 9. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (7) èñòèííî â ðåøåòêå O(4) ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 9.
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Ïîëàãàåì Σ =
{

(C2), (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7)
}

. Èç ëåìì 3�12 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî

ðàçäåëà.

Ñëåäñòâèå 2. Â ðåøåòêå O(4) èñòèííû âñå òîæäåñòâà èç Σ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, SP

(

O(4)
)

|= Σ.

� 4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Çäåñü ìû óñòàíîâèì îáðàùåíèå ñëåäñòâèÿ 2. À èìåííî, ìû ïîêàæåì, ÷òî

ëþáàÿ ðåøåòêà, â êîòîðîé èñòèííû âñå òîæäåñòâà èç Σ, ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó SP

(

O(4)
)

.

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè â ðåøåòêå L èñòèííû âñå òîæäåñòâà èç Σ, òî
L ∈ SP

(

O(4)
)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F îáîçíà÷àåò ðåøåòêó �èëüòðîâ ðåøåòêè L,

óïîðÿäî÷åííóþ îòíîñèòåëüíî îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ. Òîãäà F |= Σ; â ÷àñò-
íîñòè ðåøåòêà F 3-äèñòðèáóòèâíà ïî ëåììå 4. Â ñèëó ðàáîòû Äæ.Á. Íåéø-

íà [14, òåîðåìû 3.1�3.2℄, F ÿâëÿåòñÿ J(F )-ðåøåòêîé, ñì. òàêæå ðàáîòó [15℄.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììàì 3�12, ðàñêðàøåííûé ëåñ, ïîñòðîåííûé ïî

ðåøåòêå F , (ñì. ðàçäåë 4 â ðàáîòå [2℄) ìîæåò ñîñòîÿòü ëèøü èç ðàñêðàøåí-

íûõ äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ëþáîãî ýëåìåíòà ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ è

íå áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ;

• â äåðåâå íå áîëåå ÷åòûðåõ ëèñòüåâ;

• åñëè äåðåâî ñîäåðæèò ÷åòûðå ëèñòà, òî îíî èìååò âûñîòó 1.

Èç äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì 4.5�4.6 èç ðàáîòû [2℄ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî F âëî-

æèìà â äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê, èçîìîð�íûõ O(3) èëè O(22).
Ïîñêîëüêó ðåøåòêà O(22) î÷åâèäíûì îáðàçîì âëîæèìà â ðåøåòêó O(4),
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî F ∈ SP

(

O(4)
)

è ïîýòîìó L ∈ SP
(

O(4)
)

.

Èç ñëåäñòâèÿ 2 è ïðåäëîæåíèÿ 10 ìû ïîëó÷àåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé

ðàáîòû. À èìåííî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 1. Êâàçèìíîãîîáðàçèå SP
(

O(4)
)

, ïîðîæäåííîå ðåøåòêîé

O(4), ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, à Σ îáðàçóåò åãî áàçèñ òîæäåñòâ.
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